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Die Klassifizierung von Quantenwalks tiber topologische Phasen erméglicht die Erkla-
rung der Existenz geschiitzter Zustdnde an rdumlichen Phasengrenzen. In dieser Arbeit
wird die Einwirkung von Dekohirenzeffekten auf die Existenz und Form dieser topologisch
geschiitzten Zustinden in Quantenwalks mit diskreter Zeit auf ein- und zweidimensiona-
len diskreten Gittern simuliert und untersucht. Fiir die zeitliche Entwicklung topologisch
geschiitzter, lokalisierter Randzustinde wird im eindimensionalen System ein einfaches
Modell gefunden. Die Grenzen des verwendeten Dekohidrenzmodells werden durch die
Konstruktion eines dekohérenzfreien Quantenwalk-Protokolls aufgezeigt. AuBerdem wer-
den die Moglichkeiten und Einschrankungen einer experimentellen Realisierung von topo-
logischen Effekten in Quantenwalks mit neutralen Atomen in optischen Gittern simuliert
und analysiert.
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1. Einleitung

Seit Entdeckung des Quanten-Hall-Effekts 1980 [1] gab es groBes Interesse an einer neuen Form
von Materialien, welche sehr robuste und gegen viele Arten von Stérungen geschiitzte Eigenschaften
hervorbringen. So sind einige Materialien z.B. perfekte Isolatoren, zeigen jedoch eine Leitfdhigkeit
an den Rindern auf [2]. Dieser Effekt kann durch topologische Argumente erkldrt und so bspw. die
an den Rindern auftretende Leitfdhigkeit auf groBe Genauigkeit vorhergesagt werden [2, 3]. Diese
neuen Phasen von Festkorpern werden topologische Isolatoren genannt. Eine Vielzahl topologischer
Isolatoren wurden bis jetzt vorhergesagt, jedoch nur eine kleine Zahl experimentell nachgewiesen. Die
Erzeugung in Festkorpern ist nicht einfach, Festkérper-Isolatoren sind durch Unreinheiten im Material
und auf Grund endlicher Temperaturen schwierig zu kontrollierende Systeme.

Quantenwalks bilden auf Grund eines diskreten, regelmédBigen Gitters ebenso wie topologische
Isolatoren Energiebdnder aus und auch in der topologischen Natur zeigen sich viele Parallelen. Auf
Grund der Moglichkeit, den Ablauf eines Walks im Experiment sehr genau festzulegen und somit die
topologische Struktur beeinflussen zu koénnen, bieten Quantenwalks groBes Potential, topologische
Ordnungen in Festkorpern zu simulieren. Als periodisch getriebene Systeme zeigen sie jedoch auch
einige Unterschiede zu statischen Isolatoren auf und erlauben den Zugang zu einer Vielzahl neuer to-
pologischer Quantenmaterialien. In Anlehnung an die beobachteten Effekte in der Festkorperphysik,
werden deren Eigenschaften mit dem Begriff ,topologische Phasen beschrieben.

In Abschnitt 2 wird zunidchst das Konzept von Quantenwalks mit diskreter Zeit eingefiihrt und
die hier untersuchten Quantenwalk-Protokolle vorgestellt. Die damit verbundenen Energiespektren
werden berechnet. In 3 wird auf die Grundlagen des Dekohédrenzbegriffs und die damit verbundene
Beschreibung des Systems iiber eine reduzierte Dichtematrix eingegangen. Ein einfaches Dekohdrenz-
modell wird vorgestellt. Die topologische Natur statischer und periodisch getriebener Systeme und
die damit verbundene Existenz topologisch geschiitzter Zustinde wird in Abschnitt 4 aufgezeigt. Die
Arbeit stellt hierbei keinen Anspruch, eine grundlegende mathematische Erkldrung zu geben. Statt-
dessen werden anschauliche Argumente fiir die Existenz und den Schutz dieser Zustdnde geliefert. In
Abschnitt 5 und 6 wird die topologischen Klassifizierungen in ausgewéhlten Quantenwalk-Protokollen
in ein- und zweidimensionalen Systemen vorgestellt und die Existenz topologisch geschiitzter Zustinde
unter dem Einfluss von Dekohidrenz simuliert und analysiert. Auf die Implementierung der Simulation
wird in 7 kurz eingegangen.

2. Quantenwalks mit diskreter Zeit

Quantenwalks sind das quantenmechanische Analogon zum klassischen Randomwalk. In beiden Fil-
len wird ein Objekt, der sogenannte Walker, in Abhingigkeit eines zufillig bestimmten bindren Frei-
heitsgrads auf einem Gitter mit diskreten Positionen bewegt. Diese Operationen, das Bestimmen des
internen Freiheitsgrad und die anschlieBende vom Resultat abhidngige Verschiebung werden peri-
odisch wiederholt. Der interne Freiheitsgrad wird im Fall des klassischen Randomwalks durch einen
Miinzwurf realisiert. Auf einem eindimensionalen Gitter bewegt sich der Walker im einfachsten Fall bei
Kopf einen Schritt nach rechts und bei Zahl einen Schritt nach links. Die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit des Walkers auf dem Gitter nach wiederholter Anwendung der beiden Operationen wird durch die
Anzahl, der in jedem Punkt des Gitters endenden Trajektorien bestimmt und resultiert bei einer fairen
Miinze! in einer Binomialverteilung [4]. Im klassischen Randomwalk ist das Ergebnis des Miinzwurfs
immer Kopf oder Zahl, pro Schritt bewegt sich der Walker somit in eine der beiden Richtungen. Im
Quantenwalk wird der interne Freiheitsgrad als Zweiniveau-System beschrieben. Die quantenmechani-
sche Beschreibung erlaubt hier Superpositionen von Zustinden, der Walker kann sich in einem Schritt
somit nach rechts und links bewegen. Zwei durch einen Punkt verlaufende Trajektorien kénnen sich
auf Grund von Interferenz hiermit auch destruktiv iiberlagern.

1 Die Wahrscheinlichkeit Kopf oder Zahl zu werfen sei gleich groB.



2.1. System

Das Quantensystem bestehe aus einem N-dimensionalen Gitter mit diskreten Positionen x € ZV.
Der interne bindre Freiheitsgrad sei als Spin-1/2-System mit Spin s € {T,]l} beschrieben. Ein reiner
Zustand des Systems ist somit {iber

wy= D> D s @I =) v ) @15 (2.1)

xezZN se{1, |}

mit Koeffizienten ¢/, ; € C eindeutig bestimmt!. Abkiirzend sei |x,s) = |x) ® |s). Die Komponenten
von x seien x; € Z, sodass |x) = ®f\il |x;). Das den Walker tragende Gitter habe vorerst eine
unendliche Ausdehnung. Im Experiment sowie in der Simulation des Systems ist dieses natiirlich auf
einen endlichen Bereich |x;| < x; max mit X; max € Z fiir alle i beschrinkt.

2.2. Protokoll

Diese Arbeit beschriankt sich auf die Beschreibung von Quantenwalks mit diskreter Zeit, die Zustdnde
des Systems dndern sich somit in festen Zeitschritten 7. Es geniigt also eine Beschreibung des Systems
zu den Zeitpunkten t = mT mit m € N, wobei im Folgenden ¢ in Einheiten von 7 angegeben sei, d.h.
m = t. Der Ausgangszustand des Systems sei durch einen reinen Zustand [y) gegeben. Der Zustand
zum Zeitpunkt ¢ > 0 ist iiber einen unitiren Operator U;, den Zeitentwicklungsoperator gegeben, der
auf Grund der Periodizitit der Zeitentwicklung durch einen periodisch auf das System wirkenden,
unitiren Walk-Operator W beschrieben werden kann:

i) = Ut o) = W’ o) - (2.2)

Die Form des Walk-Operators definiert das ,,Protokoll“ des Walks. Im einfachsten Fall besteht jener aus
einem Miinz-Operator C (Coin) sowie einem spinabhingigen Shift-Operator § 7. Der Miinz-Operator
ist definiert tiber

CO) = 1q @ e71920/2, (2.3)

wobei &y die zweite Pauli-Matrix? und 1y = 3, |x) (x| der Einheitsoperator im Ortsraum ist. Diese
Operation entspricht, bei der Betrachtung des Spinors als Vektor auf der Bloch-Kugel®, einer Dre-
hung des Spin-Vektors um den Winkel § um die y-Achse. Ein in Ort |¢) und Spin |s) (s € {T,1})
faktorisierender Zustand erfahrt die Abbildung

CO):Ipy®I1) = ) ® (+cos(0/2) 1) +sin(6/2) 1))
)@ ll) = [¢)®(=sin(6/2) |T) +cos(6/2) 1)) . (2.4)

Der Coin-Operator bringt die Spin-Zustidnde in eine Superposition von 7T und | und {ibernimmt somit
die Rolle der Miinze. Fiir 6 = n/2 ist die Miinze fair (sog. ,Hadamard-Miinze“). Der Shift-Operator
S ; ist fiir j € [1, N] tiber folgende Abbildung definiert:

$i:(XRxn)elpem » (Klx)) el +1)en)

i i#j
(R)elxpely — (X))ol -1)ell) (2.5)
i#] i#j

Dieser ,verschiebt Zustinde mit Spin T in positive und Zustdnde mit Spin | in negative x;-Richtung.
Der Shift-Operator ldsst sich somit schreiben als

8 = (®Z |xl-><xl-|) ® (Z e+ DGl N A+ D by =Dl e dl). (26)

i#]  Xi

1 Im Experiment realisierte Systeme werden natiirlich vielmehr durch eine Wellenfunktion, anstatt durch einen
diskreten Zustands beschrieben. Fiir rdumlich stark lokalisierte Teilchen mit kleiner Ausdehnung ist dies den-

noch eine gute Naherung. * Definiere o = |T) (T + [1) (Ul , o1 = DU+ 1) (T, a2 =1 (1T = 1) (I]) und
o3 =M= 3 |7) sei der oberen und ||) der unteren Halbkugel zugeordnet.



Fiir das sogenannte Split-Step-Protokoll werden fiir N = 1 zusitzlich die modifizierten Shift-Operatoren
8T =" e+ éxl@ T+ Y Iy (xl @ 1)U (2.7)
SF= D Il @ IN (Ml + Y e = 1) (xl @ L) (Ul (2.8)

benoétigt, welche nur je auf einen Spin-Zustand wirken und den anderen unbeeinflusst lassen. Da im
Folgenden N < 2 sei x1 = x, xg = y und S1=38,, 8y = S'y. Ist das betrachtete System eindimensional
sei der Index teilweise komplett unterdriickt: $1=8,=8.

Folgende Protokolle werden in dieser Arbeit untersucht:

1D-Standard-Protokoll: W =38, C) (2.9)
1D-Split-Step-Protokoll: W =8 C(6,) S) C(61) (2.10)
2D-Standard-Protokoll: W= Sy C(69) S, C(61) (2.11)

Eine schematische Darstellung eines Schritts der Entwicklung des 1D-Standard-Protokolls findet
sich in Abb. 2.1a. Die Wahrscheinlichkeit py ; den Walker zur Zeit t am Ort x des Gitters zu finden
berechnet sich iiber die Projektion des Walk-Zustandes auf die Gitterzustinde |x), wobei {iber beide
Spins summiert wird: py , = |(x, T [¥;)|* + |(x, | [¥;)|*. Die resultierende Verteilung ist fiir den 1D-
Standard-Walk mit fairer Miinze (0 = /2, sog. ,Hadamard-Walk“) in Abb. 2.1b dargestellt. Das
dezentrale, stark ausgeprdgte Maximum liegt in Abhédngigkeit des Spin-Anfangszustand links oder
rechts vom Startpunkt. Fiir den Anfangszustand |¢) = |x¢) ® (1/ V2 Iy +i/ V2 |l)), d.h. mit gleich
wahrscheinlicher Superposition von Spin T und | ergibt sich eine symmetrische Verteilung.

Die Standard-Abweichung o des Quantenwalks zeigt ein ballistisches Verhalten mit o o ¢, wohinge-
gen sich der klassische Randomwalk mit o oc /7 diffusiv ausbreitet. Dieser Unterschied ist in Abb. 2.1b
gut zu erkennen. Dies ist ein Grund, warum auf Quantenwalks basierende Algorithmen fiir bestimmte
Probleme kiirzere Laufzeiten versprechen und somit Motivation fiir den Bau von Quantencomputern.
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Abb. 2.1: (a) Schematische Darstellung des 1D-Standard-Protokolls bestehend Rotation um den Winkel 6 und
spinabhingigem Shift S. Der Pfeil symbolisiert den Spin, dessen GréBe die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit. (b) Aufenthaltswahrscheinlichkeit des 1D-Hadamard-Walks (blau) mit Anfangszustand |0) ® |T)
(oben) bzw. |0) ® (1/ V2 Ty +i/ V2 |L)) (unten) nach je 50 Schritten. Nur gerade Gitterplitze wer-
den besetzt, diese sind verbunden dargestellt. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Randomwalks
(orange) mit gleicher Schrittzahl und Ausgangsposition ist zum Vergleich dargestellt.



2.3. Experiment

Im Experiment tibernehmen Caesium-Atome die Rolle des Walkers. Die Reduktion auf ein effektives
Spin-1/2-System erfolgt hierbei tiber die Wahl zweier Feinstruktur-Zustdnde, deren Lebensdauern grof3
im Vergleich zu den im Experiment relevanten Zeitskalen sind. Die Miinzoperation wird durch Rabi-
Oszillationen mit gewiinschter Pulslinge erzielt. In einem Aufbau mit eindimensionalen Gitter wird
dafiir Mikrowellenstrahlung verwendet. Fiir die Realisierung auf dem Gitter variierende Miinz-Winkel
(vgl. 4.3) sollen fiir eine bessere Ortsauflésung jedoch Raman-Laser mit einer Wellenlédnge von A¢ =
894 nm, der D1-Linie von Cs verwendet werden.

Uber nichtresonante Laserstrahlung, welche eine stehende Welle bildet, wird das Atom in einem
optischen Gitter gefangen. Das Atom erfdhrt hier aufgrund des Stark-Effekts ein periodisches, je nach
Vorzeichen der Verstimmung des Laserlichts attraktives oder repulsives Potential. Durch Abstimmung
der Frequenzen rotverstimmter Laserstrahlung an die ausgewihlten Feinstrukturzustinde des Wal-
kers ldsst sich ein spinabhingiges, in Bereichen hoher Intensitit attraktives Potential realisieren (vgl.
Abb. 2.2). Durch Variation der Position der spinabhédngigen optischen Gitter kann das Caesium-Atom
spinabhingig auf dem Gitter verschoben werden. [6, 7]

Laser gy flnomnmnnng -<e=» j Spiegel

Abb. 2.2: Schematische Darstellung eines optischen Gitters (Dipolfalle). Ein Laserstrahl wird reflektiert und
bildet eine stehende Welle. Die Gitterkonstante entspricht der halben Wellenldinge des Lasers.

2.4. Energiespektrum

Die in (2.3), (2.5), (2.7) und (2.8) definierten Operatoren sind fiir feste 8, wie weiter unten gezeigt,
translationsinvariant. Die Eigenzustinde des Hamilton-Operators eines rdumlich diskreten, translati-
onsinvarianten System sind nach dem Bloch-Theorem das Produkt ebener Wellen mit einem gitterpe-
riodischen Blochfaktor [8]. Die Wellenldnge der ebenen Welle definiert einen Quasiimpuls k, der eine
2r/a-Periodizitit aufweist, wobei a die Gitterkonstante des Systems ist. Zur Vereinfachung sei a = 1.
Dieser Quasiimpuls ist {iber die Fouriertransformierte der Ortszustéinde

1 .
k)= — —ik-x 2.192
k) mz %) (2.12)

gegeben! und ist auf die, in Analogie zu der Beschreibung von Kristallstrukturen in der Festkorper-
physik sog. (erste) Brillouin-Zone BZ = {k € RN| -7 < k; < 7 Vi € [1,N]} beschrinkt.

An Stelle des eigentlich zeitabhingigen Hamiltonian H(f) des periodisch getriebenen Systems kann
im Rahmen der Floquet-Theorie tiber (2.2) ein effektiver Hamiltonian H definiert werden [9]. Dieser
beschreibt dann in Analogie zu einem nicht getriebenen System die Entwicklung des Systems iiber

W) = W o) = e 7 ) . (2.13)

Die mit A iiber den Erwartungswert assoziierte Energie wird Quasi-Energie genannt. Ahnlich wie die
rdumliche Translationsinvarianz den Quasiimpuls induziert, fiihrt die Translationssymmetrie in der
Zeit zu einer Quasienergie. Auf Grund der Form von (2.13) ist diese 27-periodisch und sei deshalb im
Folgenden ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf das Intervall [-n, 7] beschrinkt. Quasienergie
ist ebenso wie Energie eine Erhaltungsgrofe [9, S. 27]. Zusammen mit der diskreten Translations-
invarianz bildet ein Quantenwalk somit Quasienergiebidnder. Das Bloch-Theorem sagt die Existenz
kontinuierlicher Energiebdnder voraus, deren Existenz im Folgenden bestétigt werden soll.

! Der Quasiimpuls p ist gegeben iiber p = hk, wobei / das Plancksche Wirkungsquantum ist. Im Folgenden
sei i = 1. Wellenvektor k und Impuls p sind somit gleich.



Die in (2.3), (2.5), (2.7) und (2.8) definierten Operatoren transformieren unter Ausnutzung von

%) = 7= [, dk e* k) zu:

C=1y@eir0/2 (2.14)
(@f‘“‘l ki) (ki |) fdkj [k7) Ckjl @ 7105 (2.15)

]
) = (@fdkz ki) <i I) fdkj 1y ¢kl @ (e 1) (11 + 1L ll) (2.16)

i#]
S/l ( - fdk ki) ki |) fdkj |kj) (ki ® (|T)(T| +eki]) <l|) i (2.17)

i#]

wobei k; die i-te Komponente des Quasiimpulses darstellt, d.h. |k) = ®f\i1 |k;) und der Einheitsope-
rator im Quasiimpulsraum tiber 1y = f dk |k) (k| mit f dk = f dN k abkiirzend definiert ist!. Der
Walk-Operator ist somit diagonal im k-Raum, weswegen diesem {iber

dk |k) (k| ® W(k) = f dk |k) (k| ® e iH® (2.18)

ein effektiver Bloch-Hamiltonian H(k) zugeordnet werden kann. Dessen Erwartungswert (H(k)) =
E(k) entspricht der Quasienergie des Systems fiir feste k. W (k) wirkt nur auf den Spin-Freiheitsgrad
und kann deshalb als Superposition der Pauli-Matrizen geschrieben werden W(k) = w(k)- G+ wo(Kk) 6
[10, S. 202]. Das damit verbundene Energiespektrum ergibt sich zu?:

E(k) = + arccos |wo(k)| . (2.19)

Die dazugehorigen Eigenzustinde konnen auf der Blochkugel dargestellt werden und sind durch den
Vektor 7i(k) gegeben:

iwk
i) = — ) (2.20)
V1 - wo(k)?
Fiir die drei oben definierten Quantenwalk-Protokolle ergibt sich:

1D-Standard-Protokoll:
E(k) = zarccos [cos(0/2) cos(k)] (2.21)

1D-Split-Step-Protokoll:
E(k) = +arccos [cos(61/2) cos(f9/2) cos(k) — sin(61/2) sin(62/2)] (2.22)

2D-Standard-Protokoll:

E(ky, ky) = £ arccos [cos(61/2) cos(82/2) cos(ky + ky) — sin(61/2) sin(fy/2) cos(ky — ky)] (2.23)

Hierbei wurde k = k1 in 1D und k. = k1, ky = kg in 2D definiert. Die drei Energiespektren sind in in
Abb. 2.3 fiir verschiedene Miinzwinkel in Abhidngigkeit des Quasiimpulses dargestellt. Es bilden sich
jeweils zwei um E = 0 symmetrische Energiebdnder. Die Bandliicke kann auf Grund der Periodizitét
der Quasi-Energie sowohl bei E = 0, als auch bei £ = 7 = —n schlieSen.

! Integrale iiber den Quasiimpuls seien, wenn nicht explizit angegeben, auf die erste Brillouin-Zone beschrinkt.
2 Vgl. Herleitung in A.1.
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0
Quasiimpuls k,

Abb. 2.3: (a) Energiespektrum des 1D-Standard-Protokolls fiir 6 = 0 (rot-blau), 7/2 (schwarz) und 7 (griin). (b)
Energiespektrum des 1D-Split-Step-Protokolls fiir festes 61 = —7/2 und 69 = —n/2 (blau), 0 (schwarz)
und 71/2 (rot). Die Bandliicke kann in beiden Fillen sowohl bei Energie £ = 0 (rot) oder +7 (blau)
und k = 0, 7 schlieBen. (c) Energiespektrum des 2D-Standard-Protokolls fiir 61 = —n/2, 6y = n/4.

3. Dekoharenz

Bisher wurde das System als isoliert angenommen und somit jegliche Wechselwirkung mit der Umge-
bung vernachldssigt. Diese Annahme ist in einem experimentellen Aufbau nicht mehr giiltig. Durch
Interaktion mit der Umgebung kommt es zur Dekohérenz:

»Dekohirenz ist der umgebungswechselwirkungsinduzierte Verlust der Phaseninformatio-
nen in einem offenen quantenmechanischen System. Sie fiihrt zum klassischen Verhalten
makroskopischer Systeme.« [11]

Im Gegensatz zur Dissipation gibt es unter dem Einfluss von Dekohédrenz keinen Energieaustausch
mit der Umgebung. Dekohidrenz beschreibt den Informationsverlust iiber die Phasenbeziehungen von
Superpositionszustinden, was zu einer nicht unitidren Zeitentwicklung fiihrt. Die Ausfithrungen zu
den theoretischen Grundlagen folgen [12, 13].

3.1. Verschrankung mit der Umgebung

Betrachte im Folgenden das System G bestehend aus Quantensystem S und Umgebung E. Der das
System beschreibende Hilbertraum ist somit das Produkt s = #s ® #r der die Untersysteme be-
schreibenden Hilbertriume #s, #r. Im Allgemeinen sind die Zustidnde von S und E verschrinkt,
d.h. ein Zustand |®) in G kann nicht als Tensorprodukt von Zustinden der Teilsysteme geschrieben
werden. Das System § wére sonst unabhidngig von E beschreibbar und somit effektiv wieder isoliert.
Der Zustand |®) ist im Allgemeinen also durch |®) = 3; ; @; ; |s;) ® |e;) gegeben, wobei @; ; € C und
{Isi)}, {lei)} Basen in s, #g sind. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die |s;) orthonormal
sind.
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Diesem Zustand kann eine Dichtematrix p = |®) (®| zugeordnet werden. Unter der Annahme, dass
der Experimentator nur Zugang zum Teilsystem § hat, sind alle Informationen {iber G nur durch
lokale Messungen an S gegeben. Fiir die Messung einer Observablen, dessen Operator O = Os ® 1
nur in § wirkt, gilt dann:

(0)="Ti Z<sl|®<e] os®uE))|sl>®|e]>—Z<s|(Z<e,|p|e,>)os|s>
= Z (si| Tee [p] Oslsi) = Trs [ps Os] (3.1)

wobei die reduzierten Dichtematrix ps = Trg [p] liber die Spur in E definiert wurde. Die reduzier-
te Dichtematrix entspricht formal der Dichtematrix einer gemischten Gesamtheit, d.h. Trg(ps) = 1,
Trs(ﬁ%) < 1. Dies ist jedoch nicht damit gleichzusetzen, dass sich das System § in einem gemisch-
ten Zustand, d.h. in einem statistisch verteilten Ensemble von reinen Zustinden befindet, da es im
Allgemeinen mit E verschriankt ist und somit keine Zustandsbeschreibung des Teilsystems moglich
ist.

Von Neumann-Messung Die Interaktion zwischen § und E ldsst sich als Von Neumann-Messung
der Umgebung am System beschreiben. Im Gegensatz zur Kopenhagener Interpretation der Quanten-
mechanik wird der Messapparat hier als nicht-klassisch angenommen. Dieser befindet sich vor dem
Kontakt mit dem System in einem ,Ready“-Zustand |&). Den Systemzustdnden |s;) werden dann die
Zustdnde |e;) der Messapparatur, bspw. Zeigerpositionen auf einer Messskala, {iber

» Messung
lsi)®|e) ——  [si) ®lei) (3.2)

zugewiesen, wobei der Uberlapp der Basiszustdnde 0 < (¢;|e;) < 1 fiir alle i # j ein MaSB fiir die Auf-
16sung des Messapparats ist. Ein vor der Messung in #s vorliegender reiner Zustand |¢) = }; ¥; |s;)
entwickelt sich somit zu }}; ¥; |s;) ® |e;). Die reduzierte Dichtematrix ist dann gegeben iiber

ps =Tee[pl= ) v} |s><s,|<ek|e><e,|ek>—2w Is:) (s71¢ejlei) (3.3)

i,j,k

Hierbei wurde die Spur tiber orthonormale Basiszustinde {|e!)} gebildet und die damit verbundene
Vollstindigkeitsrelation 3y |e; ) (e; | = i genutzt. Die Messung der Umgebung fiihrt also dazu, dass
die Nicht-Diagonalelemente der das System beschreibenden reduzierten Dichtematrix um den Faktor
(ejle;) reduziert werden. Der Uberlapp (e;|e ) ist somit ein MaB fiir die Stirke der Dekohédrenz.

Das Messschema ist jedoch abhingig von der Wahl der Basiszustinde {|s;)}: Ein in den Basiszu-
stinden pripariertes System erfihrt keine Verschrinkung mir der Umgebung und ist somit robust
gegen Dekohidrenz. Die stabilen Zustinde sind die Zusténde, die die Umgebung tiber die Interaktion
misst. Fiir rdumliche Dekohédrenz bspw., d.h. einer Messung der Trajektorien des Systems (z.B. iiber
Streuung von Photonen oder Luftmolekiilen) sind die Ortszustinde |x) des Systems die ausgezeichne-

ten, sog. superselektierten Zustinde. Ein Messapparat kann keine Superpositionen von Ortszustinden
bestimmen. [11, S. 195ff]

3.2. Markovsche Umgebung

Die Markovsche Annahme unterstellt der Dynamik eines offenen Systems, dass diese nicht von der
Vergangenheit des Systems abhdngt [11, S.202]. Fiir die Beschreibung von Dekohérenz bedeutet das,
dass die Umgebungsfreiheitsgrade auf der relevanten Zeitskala des Systems (oder des Experiments)
keine Verdnderung wahrnehmen. In zeitdiskreten Systemen, kann Dekohérenz als eine mit der Wahr-
scheinlichkeit pp periodisch auftretende Messung nach dem Von Neumann-Schema dargestellt wer-
den. Ist das System § zur Zeit ¢ durch die reduzierte Dichtematrix p, = 3; ;j(p:);, j|si)(s;| mit
(p1)i,j = (silp:|s;) beschrieben, ist die Entwicklung unter Dekohérenz gegeben durch:

12



* Die Umgebung befindet sich in Ready-Zustand |é).

* Mit der Wahrscheinlichkeit pp wird eine Messung durchgefiihrt, die Dichtematrix des Gesamt-
systems erfdhrt die Entwicklung

pr@leyel — (1-pp)p:®le){el+pp Z(pt)i,j |si) (sl ®lei) (e;l - (3.4)
iJ

Die neue reduzierte Dichtematrix p;41 ist dann:

pri1=(1=pp) pr +pp Y (poijlsi) (s51Cejler) (3.5)
i J

* Die Umgebung E fillt bis zum Eintreten der neuen Messung wieder in den ,Ready“-Zustand
|€) zuriick.

3.3. Dekoharenz in Quantenwalks

Fiir einen Quantenwalk mit neutralen Atome in optischen Gittern (vgl. 2.3) verlduft die Entwick-
lung des Systems zwischen den diskreten Zeitschritten nidherungsweise kohdrent [14]. Somit ist die
Markovsche Ndherung anwendbar. Eine genauere Analyse der mit diesem Modell beschreibbaren
Dekohidrenzquellen findet sich in [14].

Die Basiszustinde des Quantensystems |s;) sind hier {iber ein Produkt |x) ® [s), mit x € ZV und
s € {1,1} gegeben. Das System ist im Allgemeinen zu jedem Zeitpunkt ¢ also durch eine Dichtematrix

=" > (o) sy, 1%, $)(X, 5| (3.6)
X, s x/,s’
mit (p/)x s;x, s = (X, 5|p:|x’, s’) beschreibbar. Die kohdrente Zeitentwicklung unter dem unitdren

Walk-Operator W ist somit gegeben durch:
praa=WpW'. (37)

Im Folgenden sei zwischen Dekohdrenz unterschieden, welche nur die Position bzw. nur den Spin-
Freiheitsgrad des Walkers beeinflusst, da diese die superselektierten Zustinde des Systems darstellen.
Die Basiszustinde der Umgebung seien deshalb ebenso durch ein Tensorprodukt |X,s) = |X) ® [5) mit
x € ZN und 5 € {1,|} und der Uberlapp dieser durch

0xx - fur Raumliche Dekohérenz

053 , fiir Spin-Dekohérenz (3:8)

(x,5/%,5) = {

gegeben. Dies stellt sicher, dass die Kohdrenz des Spin-Freiheitsgrads im Fall raumlicher Dekoha-
renz erhalten bleibt und anders herum. Mit (3.5) ergibt sich die Zeitentwicklung unter rdaumlicher
Dekohérenz zu

pr = (L=ps) 405 D, (Pxsx.s Oxe 1X8)(X',s'| = (L= ps) pr +ps ) PxpiPh = Ds py s (3.9)

X, s, s’ X

wobei durch g ein Operator fiir die Entwicklung unter riumlicher Dekohirenz definiert ist und
pp = ps als Dekohirenzrate fiir ebendiese eingefiihrt wurde. Die P, sind die Projektoren auf die
raumlichen Freiheitsgrade des Walker P, = ¥ |x, s) (x,s| und {ibernehmen somit die Rolle der Delta-
Distribution . Fiir reine Spin-Dekohirenz ergibt sich mit pp = pc und Py = 3 |x, s) (x, s| analog:

pr = (L=pc) pu +pc ) | PspPl = De py . (3.10)
A
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Zusammenfassend lisst sich die gesamte Zeitentwicklung des Quantenwalks unter Dekohédrenz somit
als Anwendung eines Operators & schreiben, wobei

pr— pra=2pr=A-pp)Wp Witpp 3 B W p, WP (3.11)

4

kohirente Entwicklung

Dekohirenz

mit i = x und pp = ps im Fall rdumlicher Dekohirenz und i = s und pp = pc im Fall von reiner
Spin-Dekohdrenz (vgl. auch [14]).

Abb. 3.1 zeigt das Verhalten eines 1D-Hadamard-Walks fiir verschieden starke Dekohérenzraten pp.
Fiir pp = 1 geht die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Quantenwalks in die des klassischen Random-
Walks iiber. Kleine Raten fiihren im Fall reiner Spin-Dekohirenz zu einem zentralen Peak, welcher mit
steigendem pc wichst. Die charakteristische Form der dezentralen Peaks hdlt der Walk hier relativ
lange bei. Rdumliche Dekohidrenz verursacht einen flacheren und breiteren Anstieg, der eine starke
Reduktion des zentralen und der dezentralen Peaks verursacht. Ebenso wie Spin-Dekohérenz fiihrt
sie zu einer Population der zentralen Gitterplitze.

Messungen im Experiment zeigen, dass die Hauptursache fiir Dekohédrenz im Quantenwalk-System
mit neutralen Atomen in der Dephasierung des Spin-Freiheitsgrads liegt. Eine Anpassung des Modells
(3.10) an die Messdaten der rdumlichen Aufenthaltswahrscheinlichkeit im 1D-Experiment liefert eine
gute Ubereinstimmung mit einer Dekohédrenzrate um die pc ~ 5% [14]. Alberti u.a. geben an, dass
Spin-Dekohérenz die dominierende Dekohédrenzquelle im Quantenwalk-Experiment ist. Aus diesem
Grund liegt der weitere Fokus besonders auf der Analyse der Spin-Dekohérenz.

Spin-Dekohirenz Réaumliche Dekohirenz

N /\M /J\/\ N /\M /J\/\ R 000

0.1 0.1 p,= 0.05

0 /\/\,V»/\\,\/J\ 0 /\\H//J\
0.1 0.1 p= 020

S\ N\

0.1 0.1 p=1.00

Aufenthaltswahrscheinlichkeit

0 A . ] 0 . A N
-40 =20 0 20 40 -40 -20 0 20 40

X X

Abb. 3.1: Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines 1D-Hadamard-Walks (blau) fiir einen Walker mit symmetrischem
Anfangszustand 0) ® (1/\@ 1T +i/ V2 |l)) nach je 50 Schritten Entwicklung unter reiner Spin-
Dekohirenz (links) und unter rdumlicher Dekohidrenz (rechts). Die Dekohirenzraten pp sind an-
gegeben. Nur gerade Gitterpldtze werden besetzt, diese sind verbunden dargestellt. Zum Vergleich
ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Randomwalks (orange) dargestellt. Fiir pp = 1 gehen bei-
de Aufenthaltswahrscheinlichkeiten in die des Randomwalks iiber. Abbildung in Anlehnung an [14,
Fig. 3] reproduziert.
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4. Topologie

Die Topologie ist ein Teilgebiet der Mathematik und beschiftigt sich mit der Beschreibung und Klassi-
fizierung von Rdumen und geometrischen Kérpern unter dem Einfluss stetiger Verformungen. Topolo-
gie ist zunédchst ein mengentheoretischer Begriff: Ein topologischer Raum ist definiert {iber eine Menge
X, welche mit einer Topologie, einer Menge von Teilmengen von X mit bestimmten abschlieBenden
Eigenschaften versehen ist. Zwei Rdume heilen dann topologisch gleich (homéomorph), wenn sie
durch eine bijektive, stetige Abbildung ineinander tiberfithrbar sind. Stetig ineinander iiberfiihrbare
topologische Rdume kénnen iiber topologische Invarianten klassifiziert werden [15]. So kénnen bspw.
Kaffebecher und Donut die selbe topologische Invariante zugeordnet werden, wohingegen der Ball
topologisch verschieden ist, vgl. dazu Abb. 4.1. Die Idee der topologischen Klassifizierung ist somit
sehr allgemein und auf eine Vielzahl von Systemen anwendbar.

® -0 = ©

Abb. 4.1: Die mit den dargestellten geschlossenen Flichen assoziierte topologische Invariante ist die Euler
Poincaré-Charakterstik [16, S. 556 ff], welche das Geschlecht g, also die Anzahl der Locher bestimmt.
Kaffebecher und Donut (jeweils g = 1) stellen zwei homdomorphe geometrische Korper dar, durch
Anhebung des Becherbodens konnen diese stetig ineinander iiberfiihrt werden. Der Ball (g = 0)
hingegen ist nicht stetig in die beiden anderen Kérper verformbar und somit topologisch ungleich.

Topologische Invarianten sind geschiitzt vor kontinuierlichen Stérungen, d.h. den Transformatio-
nen, welche einen Homéomorphismus im betrachteten System darstellen. Werden dem System zusétz-
lich noch eine oder mehrere Symmetrien unterstellt, so lassen sich oft weitere topologische Invarianten
definieren. Deren Invarianz ist dann jedoch nur gegeben, wenn auch die Stérung die Symmetrien auf-
weist, unter denen die Invarianten definiert wurden.

4.1. Geschiitzte Randzustande

Sei das Gitter des Quantenwalks durch einen Rand in eine oder mehrere Richtungen beschrédnkt.
Diese Grenze (engl.: Boundary) fiihrt unter der Annahme der Lokalitit des Hamiltonian zu keiner
Beeinflussung der Zustidnde, welche hinreichend weit entfernt dieser Réander liegen. Der vom Rand un-
beeinflusste Bereich wird im Folgenden mit Bulk (engl. fiir GroBteil) bezeichnet. Die Eigenzustidnde des
Bulks sind ebene Wellen und somit delokalisiert. Ihre Eigenenergien formen die Bulk-Energiebédnder,
welche in guter Ndherungen denen des unendlich ausgedehnten Systems entsprechen.

Particle-Hole-Symmetrie Alle Bestandteile des Walk-Operators (2.3), (2.5), (2.7) und (2.8) sind
reellwertig. Der effektive Hamiltonian, definiert iber W = e™'# ist somit symmetrisch unter der

Anwendung der komplexen Konjugation K (sog. Particle-Hole-Symmetrie, PHS) [17, S. 3]:

KAR'=-A. (4.1)
Dies fiihrt dazu, dass die Energieeigenzustdnde in Paaren auftreten, denn fiir einen Eigenzustand |¢,)
des effektiven Hamiltonian mit Quasienergie E,, gilt:

~ A 1) 5 oA
H |¢n) = En |pn) = HK |pn) = —-KH |$pn)=-E, |¢) . (4.2)
Somit ist K |¢,,) ebenso Eigenzustand von H mit Energieeigenwert —E,,. Die beiden Energiebinder
des Quantenwalks liegen also symmetrisch um E = 0, siehe Abb. 4.2a.
Die Einfiihrung von Réndern fiihrt zu Randzustdnden, welche in der Bandliicke liegen kénnen. Auch
diese Zustinde miissen in Paaren auftreten. Durch eine stetige Deformation des Energiespektrums
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Abb. 4.2: Quasienergiespektrum eines eindimensionalen periodisch getriebenen Systems mit PHS. Die im un-
endlich ausgedehnte System (a) entstehenden Energiebdnder (beige) sind auch im Bulk des Systems
mit Rindern (b), (c) zu finden. Periodizitit von Quasiimpuls und -energie fithren in (a) zu einer
Torus-Form des Energiespektrums: Der Quasiimpuls k = m ist identisch mit k¥ = —n, die beiden
Grenzen konnen verbunden werden. So bildet sich ein Kreis in k-Richtung. Dies gilt analog fiir die
Quasienergie £ und £ = +x. Im System mit Rand ist die diskrete Translationssymmetrie gebro-
chen und die Energie somit nicht in Abhidngigkeit des Quasiimpulses darstellbar. In (b) kénnen die
Randzustinde (griin) aus der Bandliicke in die Energiebidnder angehoben werden. Die in (c) einzeln
auftretenden Randzustinde mit £ = 0, £ (rot, blau) erfahren topologischen Schutz, solange die
PHS erhalten ist oder die Bandliicke nicht schlief3t.

konnen diese voneinander getrennt werden und mit den Energiebidndern zusammenfallen. Die einzige
Ausnahme bilden die Energiezustinde E = 0, £ n, denn sie erfiillen auf Grund der Periodizitit der
Quasienergie beide die Beziehung £ = —E und miissen demnach nicht in Paaren auftreten. Eine
Deformation des Energiespektrums kann ungepaarte Zustinde nicht in die Binder anheben, ohne die
PHS zu verletzen oder die Bander zu schlieBen (vgl. Abb. 4.2b). Diese Zustdnde sind somit geschiitzt.

4.2. Klassifizierung topologischer Phasen

Topologische Isolatoren Die Klassifizierung topologischer Isolatoren ist durch die Dimension N
des Systems und dessen Symmetrien bestimmt. Topologische Isolatoren sind statische Systeme, die
relevanten Symmetrien sind iiber das Verhalten des statischen Hamiltonians A definiert:

Zeitumkehrinvarianz THT'=A, (4.3)
Particle-Hole-Symmetrie (PHS) PAP'=-A, (4.4)
Chirale Symmetrie rArt=-4, (4.5)

wobei von den Operatoren gefordert wird, dass 7, P antiunitir und [ unitir ist!. Insgesamt gibt
es 10 verschiedene Klassifizierungen topologischer Phasen in ein- und zweidimensionalen statischen
Systemen [19]. Die Form der damit verkniipften topologischen Invarianten ist in Abb. 4.3 dargestellt.

Periodisch getriebene Systeme Auch periodisch getriebene Systeme, wie der hier behandelte
Quantenwalk weisen verschiedenste topologische Klassifizierungen auf. Durch die Méglichkeit der
Definition eines effektiven Hamiltonians, lassen sich viele Effekte bereits unter leichter Modifikation
durch die Klassifizierungen in statischen Systemen beschreiben [20] und die Existenz topologischer
Phasen in periodisch getriebenen Systemen teilweise richtig vorhersagen. Diese Beschreibung ist je-
doch nicht vollstindig. Viele topologische Effekte in periodisch getriebenen Systemen lassen sich erst
durch die Analyse der gesamten Zeitentwicklung erklidren. So ist bspw. die Existenz von Randzustidn-
den mit Energie £ = + 7 unter Particle-Hole-Symmetrie auf Grund der Periodizitit der Quasienergie
einzigartig fiir periodisch getriebene Systeme.

1 Ein Operator A heiBt (anti)unitir, wenn er (anti)linear und sein Inverses gleich seinem Adjungierten ist.
Nach einem Theorem von Wigner sind alle Symmetrietransformationen entweder unitdr oder antiunitir [18,

S. 228].
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Abb. 4.3: Klassifizierung topologischer Phasen in ein- und zweidimensionalen statischen, nicht-interagierenden
Systemen in Anwesenheit von Zeitumkehrinvarianz, Particle-Hole-Symmetrie und chiraler Symmetrie.
Fiir die einzelnen Fille ist die Form der topologischen Invarianten (Z: ganzahlig oder Zy: binir)
angegeben. Die Zahlen +1 reprisentieren das Verhalten der antiunitiren Symmetrieoperatoren: 72 =
+1 bzw. P2 = +1. Das X kennzeichnet die Abwesenheit der Symmetrie. Abb. entnommen aus [19].

4.3. Erzeugung topologischer Phaseniibergdnge

Ein Quantenwalk-Protokoll kann sich nur in der Wahl der Miinzwinkel unterscheiden, den korrespon-
dierenden Bulks kénnen verschiedene topologische Invarianten in Abhédngigkeit dieser Miinzwinkel
zugeordnet werden. Teilen zwei topologisch unterschiedliche Bulks eines Quantenwalks eine gemein-
same Grenze im Raum, so bilden sich neben den Bulk-Energiebidndern zusitzliche Zustinde am Rand.
Randzustinde mit Energie £ = 0, + 7 sind topologisch geschiitzt, solange sie nicht in Paaren auftreten
und die Bandliicke nicht schlieft. Die Zahl der ungepaarten Randzustédnde kann aus den Eigenschaften
des Bulks und den damit verkniipften topologischen Invarianten vorhergesagt werden. Sie ist unab-
hingig von der Form des Randes, weswegen dieser Zusammenhang zwischen ausgedehntem System
und Rand Bulk-Boundary-Correspondence genannt wird [17, 21]. Um diese Randzustdnde im Experiment
beobachten zu kénnen, soll der Miinzwinkel im Ort variiert werden.

Die Besetzungswahrscheinlichkeit der einzelnen Zusténde eines {iber Rabi-Oszillation getriebenen
Zweiniveausystems ist abhdngig von der Pulsdauer der eingestrahlten Laserstrahlung, als auch von
deren Intensitdt [22]. Der Miinzwinkel kann also durch Beeinflussung der Lichtintensitdt raumlich
verdndert werden. Das verwendete Laserlicht wird z.B. durch eine halbtransparente Blende in der
Intensitdt variiert und dann iiber ein Linsensystem auf das Gitter abgebildet (vgl. Abb. 4.1a). Beu-
gungseffekte an der Blende und im Linsensystem beschrinken jedoch die Auflésung und somit die
Form des Intensitétsprofils. Die folgenden Formeln sind [23, S. 529ff] und [24, S. 43ff] entnommen.

Betrachtet sei eine zweidimensionalen Blende mit rdumlich variierender Transmission. Das In-
tensitédtsprofil in der Blende sei iiber eine Stufenfunktion Iy(u,v) gegeben, wobei (u,v) die Koordi-
naten in der Blendenebene sind. Das Intensitéitsprofil einer Punktquelle nach Abbildung {iber das
Linsensystem, die sog. Punktspreizfunktion (PSF) ist im Experiment ndherungsweise iiber ein Airy-
Beugungsscheibchen gegeben:

2J1 (%) ’ . T4
—r .

PSF(X.Y)=N |—
Ra R=VXZ47? A

(4.6)

Die Koordinaten des Gitters (X,Y) sind mit den Gitterpositionen (x,y) tiber (X,Y) = a (x,y) verkniipft,
wobei a die Gitterkonstante ist. Der Abbe-Radius Ry = A¢/(2 NA) ist tiber die Wellenlédnge des ein-
fallenden Lichts Ac und die numerische Apertur des Linsensystems NA gegeben. In Abb. 4.4a sind
die Airy-Beugungsscheibchen fiir die Parameter der beiden in Bonn existierenden Experimente aus
Tab. 4.1b dargestellt.

1 J; ist die sphirische Besselfunktion erster Ordnung.
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Das Intensitdtsprofil /(X,Y) der Blende auf dem Gitter ergibt sich nun iiber die Faltung

I(X,Y) = IH)(X,Y)« PSF(X,Y) = fdufdv Io(u,v) PSF(u - X,v-Y). (4.7)

Das Resultat ldsst sich numerisch errechnen und ist fiir eine eindimensionale Stufenfunktion

L ,u<0
o) = { IR , sonst (4.8)

in Abb. 4.4b zu finden.

Die Airy-Disk kann auch durch eine GauBverteilung mit Standardabweichung o = V2Ra/m ~
0.45 R approximiert werden. Auch hier ist das resultierende Intensitdtsprofil in Abb. 4.4b zu finden.
Die Abweichung ist klein, weswegen im Folgenden die PSF durch das GauBprofil angendhert wird.
Gleichung (4.7) hat dann eine einfache Losung: Fiir (4.8) ergibt sich der Miinzwinkel

Or -6 NA
R—7L [1+erf(bx)] mit [ =amr—,
V2o Ac

wobei erf die gauBsche Fehlerfunktion und 6y, (fr) der der Intensitét /1, (/r) zugeordnete Miinzwinkel
ist. Der Miinzwinkel 6(x,y) erzeugt durch eine zweidimensionale Kreisblende ergibt sich analog zu

9()6) =0L+

(4.9)

Hout - Hin

Q(X,y) = O +

1+ erf (b( x2+y2 - ro))] ) (4.10)

Hierbei ist der Radius ry € Z der Projektion auf dem Gitter definiert und 6;, (fout) ist der Miinzwinkel
innerhalb (auBerhalb) der auf dem Gitter erzeugten Kreisflache.

Die Winkel-Verteilungen (4.9), (4.10) werden fiir die folgende Analyse geschiitzter Zustinde an Pha-
seniibergdngen verwendet. Ein Walk mit im Ort variierenden Miinzwinkeln wird dabei als inhomogen
bezeichnet. Der dimensionslose Parameter b dient dabei als MaB fiir die Steilheit der Uberginge
und ist proportional zur numerischen Apertur. Fiir eine perfekte numerischen Apertur (NA = 1, in
Vakuum) ist das im 2D-Experiment maximal erreichbare b = 2.2.

a
Laser l ‘ l
Blende! ‘ b
—_— sanft (1D-Experiment) ‘ steil (2D-Experiment)
Ac 894 nm

Teleskop NA 0.22 0.9
‘ a 433 nm 612 nm

= - b 0.33 1.94
|‘/a‘

Gitter NANANANAN AN

Tab. 4.1: (a) Aufbau zur Erzeugung top. Phaseniibergidnge. (b) Beugungsbestimmende Parameter der beiden
in Bonn beheimateten Quantenwalk-Experimente mit neutralen Atomen auf optischen Gittern. A¢ =
geplante Wellenldnge des Lasers fiir die Rabi-Oszillation (Miinzoperation). NA = numerische Apertur.
a = Gitterkonstante des optischen Gitters. Der Beugungsparameter b berechnet nach (4.9).
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PSF 1

Abb. 4.4: (a) Punktspreizfunktion und (b) daraus resultierendes Intensitétsprofile fiir die Abbildung einer 1D-
Stufenfunktion ausgewertet an den Punkten des Gitters X = xa, x € Z. Die Parameter entsprechen
den Daten aus Tab. 4.1b, wobei der sanfte Ubergang (b = 0.33) gelb und der steile Ubergang (b = 1.94)
blau dargestellt ist. Die Punkte entsprechen der Faltung mit der in (a) dargestellten Airy-Disk PSF,
die durchgezogenen Linien einer PSF mit GauBprofil. Die Abweichung ist nahezu nicht erkennbar.

5. Dekohdrenzeffekte in topologischen Phasen in 1D

Im Folgenden wird die topologische Klassifizierung des 1D-Split-Step-Protokolls unter einer chira-
len Symmetrie vorgestellt und das Verhalten der dort existierenden topologisch geschiitzten Zustdn-
de unter Dekohidrenz untersucht. Die Existenz nicht-trivialer topologischer Phasen im 1D-Standard-
Protokoll wurde zuerst verneint [25], doch auch hier fiihrt die PHS zu einer nicht-trivialen topo-
logischen Klassifizierung [17]. Da hier jedoch nur ein Parameter, der Miinzwinkel 6 die Form des
Walk-Operators und somit die topologische Struktur beeinflussen kann, ist Zahl der verschiedenen
Phasen stidrker beschrinkt als im Split-Step-Protokoll mit zwei verschiedenen Miinzwinkeln. In der Tat
realisiert das Standard-Protokoll lediglich zwei unterschiedliche topologische Phasen [17], wohingegen
im Split-Step-Walk eine Zy X Zy-Invariante definiert werden kann. Auf Grund der damit verbundenen
Vielfalt moglicher Phasentibergénge betrachtet diese Arbeit letzteres Protokoll.

5.1. Topologische Klassifizierung

Eine grobe Bestimmung der Phasengrenzen kann iiber die Berechnung der Miinzwinkel erfolgen, fiir
welche die Bandliicke des Systems schlieBt. Inwiefern das System jedoch nicht-triviale topologische
Phasen ausbildet, d.h. verschiedenen Miinzwinkeln unterschiedliche topologische Invarianten zuge-
ordnet werden konnen, entscheidet der Bulk-Boundary-Zusammenhang.

Chirale Symmetrie Fiir die Definition einer chiralen Symmetrie fiir periodisch getriebene Systeme
ist es notig die gesamte Zeitentwicklung des Walks zu analysieren. Auf Grund der Periodizitdt der
Zeitentwicklung kann ein Walk-Operator W[r] fiir beliebige Zeitpunkte 0 < 7 < T definiert werden,
sodass dieser die Zeitentwicklung fiir alle 7 + ¢, ¢ € N beschreibt:

~

~ . Tl 7 13 ’
Wit =g e fo &A@ (5.1)

wobei J die folgenden Terme nach den Zeitpunkten sortiert und H(7’) der zeitabhiingige Hamiltoni-
an des Systems ist. [26, S. 1]

Ein Quantenwalk-Protokoll ist chiral symmetrisch, wenn es einen Zeitpunkt 7 gibt, fiir den der dem
Walk-Operator W(r] = e 1117 zugeordnete effektive Hamiltonian H|[r] eine chirale Symmetrie nach
(4.5) aufweist [27, S. 2], d.h. ' A[r] ! = —A[r], wobei I" unitir sein muss. Fiir W[7] folgt dann

TW[r]Tt = W ir] = Wilt]. (5.2)

Die Existenz dieser Symmetrie im 1D-Split-Step-Protokoll soll nun bewiesen werden.
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Durch die Verschiebung des Startpunktes 7 sei ein neuer Walk-Operator W’ definiert:

w w
W= .. SV C(09) ST C(61) SV C(09) ST C(61)
= SVC(09) 8T C(6:1/2) C(61/2) 84 C(62)81C(01/2) C(61/2) ... . (5.3)
=W

Hierbei wurde ausgenutzt, dass C(04 +0p) = C(04)C(0p). Die einzelnen Bestandteile des 1D-Split-
Step-Walks, definiert in (2.10) erfiillen die chirale Symmetrie mit [' = 6-:!

mCO) 1 =C=0)=CO), m81=ENH", o1801=(H". (5.4)
Somit erfiillt auch W’ die chirale Symmetrie, denn mit 6> = 1 gilt:
AW o1 = 01C(01/2) S C(0,) 8T C(61/2) 01
=61 C(01/2) 5161 St 6101 C(0) 51 61 ST 61 01 C(61/2) 61
= C(61/2)" (1) C(6)" (§1) C(6r/2)" = W' (5.5)

Topologische Invariante — Die Windungszahl Mit £ = C(65/2) 8T C(61/2) und (5.4) lisst sich der
zeitverschobene Walk-Operator W’ des 1D-Split-Step-Protokolls in zwei Teile zerlegen [26, S. 2]:

W’ =C(6:1/2) §4 C(65/2) C(09/2) 8T C(6:1/2) . (5.6)

:(5'1F+(5'1 F

In einem unendlich ausgedehnten, translationsinvarianten System ist ¥ diagonal im Quasi-Impulsraum,
dh F = fdk |k) (k| ® F(k). Der Operator der chiralen Symmetrietransformation I" kann nun iiber
D= (61+03)/ V2 diagonalisiert werden: DT D = 65. Der transformierte Walk-Operator DED
behilt beim Basiswechsel seine Diagonalgestalt, da D nur im Spin-Raum wirkt. Die Matrixelemente
des transformierten Operators seien mit f, (k) bezeichnet:

DUERD= ) furR) )] (5.7)
s, s'e{T, 1}

Wie Asboth u.a. [26, S. 2-3] zeigen sind die topologischen Invarianten dann durch ein Paar von ganzen
Zahlen, den ,Windungszahlen“ der Nebendiagonalelemente von D! F(k) D gegeben

o vt = {v [l v [fial} (5.8)
v(u] = 2L7r1 fdk % log u(k) . (5.9)

=7

Die Differenz der Windungszahl v, zweier Bulks gibt an, wie viele ungepaarte Randzustédnde bei der
Energie € = 0,7 auftreten. Dies ist das Bulk-Boundary-Prinzip des 1D-Split-Step-Protokolls.

Die Windungszahlen kénnen sich nur dndern, wenn der Bulk die Bandliicke schlieBt. Durch nume-
rische Berechnung der Windungszahl fiir ausgewédhlte Winkelpaare, sowie der Miinzwinkel fiir denen
die Quasienergie aus (2.22) die Werte 0, + 7 annimmt, ldsst sich somit auf das gesamte Phasendia-
gramm schlieBen. Dieses ist in Abb. 5.1 dargestellt. Ein Winkelbereich in dem die Bandliicke nicht
schlie8t muss immer der selben Phase angeh6ren. Dadurch dass ein Spinor bei einer Miinzrotation um
27 eine Phase von —1 aufsammelt, ist der Miinzoperator C(6) und somit auch das Phasendiagramm
4 m-periodisch in beiden Miinzwinkeln.

! Dies lasst sich mit 61 = [1) (L] + 1) (] = (61)7! leicht iiberpriifen.
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Abb. 5.1: Phasendiagramm des 1D-Split-Step-Protokolls. Dem Walk kann eine Zy X Zg-Invariante (vy, v,) zuge-
ordnet werden (farbige Bereiche). Zwischen verschiedenen Phasen schliet die Bandliicke bei Energie
0 (gestrichelt) oder + 7 (durchgezogen). Die Differenz der v, zweier rdumlich getrennter Phasen gibt
die Zahl der bei der Energie € auftretenden Randzustéinde an. Die in Abb. 5.2 realisierten Phaseniiber-
gang sind eingezeichnet (gelb, griin). Der Stern symbolisiert die Existenz geschiitzter Randzustdnde.

Das 1D-Split-Step-Protokoll kann im Vergleich zu allgemeinen chiral symmetrischen, periodisch
getriebenen Systemen nur eine Zy X Zy-Invariante realisieren. Diese Einschrinkung begriindet sich
in der Particle-Hole-Symmetrie. Wie Asb6th u.a. [17] zeigen, stimmt die von Jiang u.a. [28] einge-
fithrte topologische Invariante fiir periodisch getriebene Systeme mit PHS mit dem hier definierten
Windungszahl-Paar (vo, v;) tiberein. Frithere Analysen des 1D-Split-Step-Protokolls durch Kitagawa
u.a. [25] fithren die topologische Klassifizierung auf eine winkelabhingige, d.h. im inhomogenen Walk
lokale chirale Symmetrie zuriick. Asboth [17] argumentiert, dass diese Symmetrie aufgrund ihrer Lo-
kalitdt keine Zustinde schiitzen kann. Es wird auch lediglich eine Zj-Invariante vorhergesagt, die
Zahl der verschiedenen topologischen Phasen ist somit kleiner. So sind bspw. die in Abb. 5.1 gelb ver-
bunden dargestellten Punkte im Phasendiagramm nach Kitagawa topologisch gleich, ein geschiitzter
Randzustand zwischen den Bereichen kann somit nicht vorhergesagt werden.

Nachweis geschiitzter Zustande Abb. 5.2a zeigt die Entwicklung des 1D-Split-Step-Walks mit in-
homogenen Miinzwinkeln. Der Winkel 61 = —7/2 wird hierbei konstant gehalten, 6, variiert kontinu-
ierlich von 3 /4 links bis —37 /4 im rechten Bereich des Gitters. Dabei wird iiber (4.9) mit b = 1.9 ein
relativ steiler Phaseniibergang eingestellt, der Miinzwinkel dndert sich iiber 2 bis 3 Gitterplitze. Die
beiden Winkelpaare entsprechen den beiden gelb eingezeichneten Punkten in Abb. 5.1. Der Walk rea-
lisiert somit zwei verschiedene topologische Phasen mit (v, v;) = (0, 1) fiir x > 0 und (vo, v») = (1, 0)
fiir x < 0. Erwartet werden also zwei topologisch geschiitzte Zustinde, einer bei Energie 0 und einer
bei Energie . Dies bestitigt die numerische Berechnung der Eigenzustinde {iber Diagonalisierung
des inhomogenen Walk-Operators. Diese sind um die Phasengrenze bei x = 0 herum lokalisiert (vgl.
Abb. 5.2¢) und werden bei nicht verschwindendem Uberlapp mit dem Anfangszustand des Walks
bevolkert. Der Walker wird dafiir bei xo = 0 initialisiert. Der topologische Schutz fiihrt auch bei einer
groBen Schrittzahl zu einer starken Besetzung dieser Zustdnde. In Abb. 5.2b weisen die beiden Bulks
des Systems wieder verschiedene Miinzwinkel auf (61 = —n/2, 09 = bn/4 fiir x < 0 und 0y = -5 /4
fiir x > 0), jedoch unterscheiden sich hier die beiden Phasen nicht. Die gemeinsame topologische
Invariante ist (vo, vz) = (1, 1) (vgl. griine Punkte in Abb. 5.1). Somit existiert kein topologisch ge-
schiitzter Randzustand und der Walk kann sich ballistisch ausbreiten.

Wenn die Verbindung beider Phasen die Bandliicke schliet, konnen sich im Allgemeinen auch
Randzustdnde mit Energie 0, 7 bilden, selbst wenn die beiden Phasen topologisch gleich sind. Diese
Zustdnde treten aufgrund des Phasendiagramms jedoch pro Energie immer paarweise auf. Eine kon-
tinuierliche Deformation des Energiespektrums kann diese also in die Bulk-Energiebdnder anheben,
ohne die PHS zu verletzen.
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Das Quantenwalkprotokoll stellt allgemein keine derartige Deformation dar, weswegen auch diese
Zustdnde in der Simulation teilweise als geschiitzt erscheinen. Deren Existenz kann durch die Form des
Phaseniibergangs kontrolliert werden. So weist der in Abb. 5.2b dargestellte Walk fiir b = 0.2, d.h. einer
Miinzwinkeldnderung {iber etwa 20 Gitterplitze ebenso paarweise auftretende geschiitzte Zustdnde
auf. Ist der Ubergang steiler, kommen nur wenige bis gar keine anderen Winkel aus dem Intervall 6, €
[-77/4, 7/4] im Gitter vor, der Ubergang ist fast diskret. Die beiden Bulks kdnnen aufgrund der 47-
Periodizitit des Miinzwinkels somit im Phasendiagramm effektiv auch iiber das Intervall [77/4, =77 /4]
(in Abb. 5.1 iiber die Grenzen des dargestellten Bereichs hinaus) verbunden werden, hier schliefSt die
Bandliicke beim Ubergang nicht. Da der Schutz jedoch nicht durch die Topologie gesichert ist, wird
auf die Existenz dieser Zustinde im Folgenden nicht weiter eingegangen.

a b
OF i Uy i
I 0.5 - I 0.5
20/ 0 20 4 LY 0
- - o
g g ‘-
E 40+ § 40 %
A A i
60} 60}
80k w w w 80k w w w w
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Ort x Ort x
C
2] Tri/4 2]
L N N 6 S e, - 6
=371/4
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—_—0 —0
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0
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
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Abb. 5.2: (a), (b) Zeitentwicklung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines 1D-Split-Step-Walks mit inhomoge-
nem Miinzwinkel nach (4.9) mit Anfangszustand |0) ® |T). Die Wahrscheinlichkeit ist farbkodiert,
wobei schwarz (weil) einer Wahrscheinlichkeit von 1 (0) entspricht. Die Zuordnung ist angegeben.
Der Miinzwinkel 6; ist konstant —x/2, fiir die Variation von 6y wird b = 1.9 gewihlt. In (a) ist
0y = 3m/4 fiir x < 0 und 6§y = —3n/4 fiir x > 0. Die beiden Bereiche des Walks realisieren to-
pologisch verschiedene Phasen. Ein Randzustand wird populiert und ist geschiitzt. Die zugehoérigen
Miinzwinkel sowie die Eigenzustinde des Systems mit Energie 0, + 7 sind in (c) dargestellt. Letztere
sind um x = 0 herum lokalisiert. In (b) sind die beiden Phasen topologisch gleich, ein Randzustand
mit Energie 0, + 7 existiert hier nicht (d). Der Walk breitet sich ungestért ballistisch nach aulen aus.
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Abb. 5.3: (a) Maximale Gruppengeschwindigkeit vy,x des homogenen, translationsinvarianten 1D-Split-Step-
Walks numerisch fiir verschiedene Miinzwinkelkombinationen berechnet und linear approximiert dar-
gestellt. Sie entspricht der Ausbreitungsgeschwindigkeit der dezentralen Peaks des Walks und betrégt
maximal 1 Gitterplatz/Schritt. (b) Standardabweichung des Randzustandes im 1D-Split-Step-Walks
mit 1 = —m/2, 09 = /2 + Af fiir x > 0 und 6y = /2 — A8 fiir x < 0 in Abhingigkeit von b, Af.

5.2. Form und Entwicklung der Randzustande

Diffusives Verhalten unter Dekohdrenz Betrachtet sei die Zeitentwicklung der Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit eines inhomogenen Walks mit 6y = 3 /4 fiir x < 0 und 6y = /4 fiir x > 0 mit einem
steilen Ubergang (b = 1.9). 61 sei wieder konstant —7/2. Der Walk realisiert somit zwei unterschied-
liche topologische Phasen mit einem geschiitzten Randzustand bei Energie 0. Der Randzustand wird
numerisch berechnet und als Anfangszustand im Gitter prapariert. Abb. 5.4a zeigt die resultieren-
de Entwicklung unter reiner Spin-Dekohidrenz mit einer Dekohdrenzrate von pc = 0.1. In 5.4b ist
die Form des Randzustandes nach je 50 Schritten Entwicklung fiir verschiedene Dekohirenzraten
dargestellt. Abb.5.4 zeigt den gleichen Walk unter dem Einfluss reiner raumlicher Dekohdrenz.

Der Eigenzustand wird mit wachsendem pp immer delokalisierter. Reine Spin-Dekohérenz zeich-
net sich wie im homogenen Walk (vgl. Abb. 3.1) durch den Erhalt eines zentralen Maximums aus.
Rédumliche Dekohirenz fiihrt deutlich schneller zu einer Abflachung und Verbreiterung des gesamten
Zustands. Fiir sehr hohe Dekohirenzraten gleichen sich beide Dekohédrenzarten wieder niherungswei-
se an, nach groBer Schrittzahl oder hoher Dekohérenzrate wird der Anfangszustand wieder stirker
populiert. Dies stimmt mit den Beobachtungen in Abb. 3.1 {iberein.

Kontrast zum Bulk Die Asymmetrie in der Stirke der Delokalisierung ist im Unterschied der bei-
den Bulks begriindet. Unterschiedliche Energiebdnder links und rechts des Phaseniibergangs fiihren
tiber die Dispersionsrelation zu verschiedenen Gruppengeschwindigkeiten v(k) = 0E/dk mit denen
sich die ungeschiitzten Anteile des Systems ausbreiten. Im Experiment kann der Anfangszustand nicht
im reinen Randzustand des Systems pripariert werden, stattdessen wird der Walker zu Beginn bspw.
auf einem einzelnen Gitterplatz lokalisiert. Wie in Abb. 5.2a dargestellt, existiert dann ein groBer Teil
des Systems, der den Randzustand nicht bevolkert und sich ballistisch in die beiden Bulks ausbreitet.
Das maximale v(k) = vmax bestimmt gerade die Ausbreitungsgeschwindigkeit der beiden dezentralen
Peaks [29, S. 11]. Um den Randzustand vom restlichen System gut unterscheiden zu kénnen ist es
somit sinnvoll Bulks mit hohen Gruppengeschwindigkeiten zu wahlen, sodass sich bereits nach weni-
gen Schritten ein guter Konstrast zwischen Bulk und Rand bildet. Die dafiir geeigneten Miinzwinkel
kénnen Abb. 5.3a entnommen werden. Wie Abb. 5.4a und 5.4c jedoch zeigen, beeinflusst die Aus-
breitungsgeschwindigkeit im Bulk auch die Diffusion des Randzustandes. Unter Spin-Dekohérenz mit
kleinen Dekohidrenzraten ist dieser Effekt jedoch vernachlissigbar klein, das zentrale Maximum des
Randzustandes ist auch nach vielen Schritten Entwicklung gut sichtbar.
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Abb. 5.4: Zeitentwicklung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines 1D-Split-Step-Walks mit inhomogenem
Miinzwinkel unter Dekohirenz. Die Miinzwinkel sind 89 = 37/4 fiir x < 0 und 09 = 7n/4 fiir x > 0
mit b =1.9. 6; = —n/2. (a) Entwicklung des Randzustands fiir reine Spin-Dekohdrenz mit pc = 0.1.
(c) Entwicklung des Randzustands fiir reine Spin-Dekohérenz mit pc = 0.1. (b), (d) Form des Rand-
zustands fiir verschiedene Dekohédrenzraten nach je 50 Schritten Walk-Entwicklung.

Breite des Randzustandes Die ungefihre Breite des Randzustandes kann ndherungsweise tiber die
Anpassung einer GauBverteilung und Extraktion der Standardabweichung bestimmt werden. Diese
ist maBgeblich durch die Form der Phasengrenze bestimmt. Es sei nun 61 = 7/2 und 63 = n/2 + A6
fiir x > 0, 62 = /2 — A0 fiir x < 0, wobei Af > 0 gefordert wird. Die Steilheit des Phaseniibergangs
wird tiber b variiert. A§ wird so gewihlt, dass die Phasen der beiden Bulks konstant bleiben. Die
Randzustinde werden numerisch berechnet, deren Breite ist in Abb. 5.3b in Abhingigkeit von b und
Af aufgetragen.

Die Standardabweichung betridgt in dem dargestellten Bereich zwischen 0.5 und 2.0 Gitterplitzen.
Fiir groBe b 2 1.5 geht die Standardabweichung in Sittigung, eine steilere Phasengrenze verkleinert
den Randzustand nicht. Im Bereich der Sittigung zeigt sich ein lokales Minimum bei A6 = 7/2.
Dies ist jedoch ein trivialer Walk: Im Bulk mit 6y = 7/2 + A6 = r ist die Gruppengeschwindigkeit
v(k) = 0 fiir alle k£ (die Quasienergie bildet flache Bénder, vgl. Abb. 2.3). Fiir kleinere b verschiebt
sich dieses Minimum zu gr6Beren Winkeldifferenzen. In diesem Bereich ist die Abhidngigkeit von Af
auch deutlich stirker als im Bereich groBer b.
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5.3. Population der Randzustdande unter Spin-Dekohdrenz

Sei|po) = Xy, s Px, s [X)®[s), ¢« s € Cein (topologisch geschiitzter) Eigenzustand des Walk-Operators
W mit Energie €. Die zugehorige Dichtematrix po = |¢o) (¢o| ist somit invariant unter der Anwendung
des Walk-Operators:

W po W' =W |go) (dol W' = e™€ |go) (ol '€ = o) (b0l = po (6.10)

Unter Spin-Dekohédrenz erféhrt das System die Entwicklung (3.11) mit i = s und pp = pc. Nach einem
Schritt ist das System somit durch die reduzierte Dichtematrix p; beschrieben:

pr=Q1-pc)W po W' +pc D B W po W Bl = (1-pc) po +pc Y Py poP]. (5.11)
S S
Die Wahrscheinlichkeit I1;, dass System dann wieder im Zustand |¢o) zu finden, berechnet sich zu

T = Tr [I¢o) (b0l P11 = (A= pc) Tr [(p0)?] + pc D Tr [po Py po P

=(1-pc)+pc ), ) (%5l ﬁo(le, sy (x, s|)po(2|x: s><x',s|ﬂ 1%, 5)

s X, 8

=1 =-pc)+pc Y Y s slpolx, s) (x, slpolx’, 5)

s x,x’

=(1=pc)+pc ), D I slpolx’, ), (5.12)

s x,x’

wobei Tr [ﬁg] =1 fiir jede Dichtematrix p einer reinen Gesamtheit und die Orthogonalitit der |x, s)
ausgenutzt wurde. Somit gilt:

pr=Thpo+A-M)p1=A-y)po+yp mit Trlgo)(dol p1]=0, y=Q1A-1), (5.13)

d.h. im Ensemble 5; kommt der Zustand |¢¢) nicht vor. Unter der Annahme, dass die Zeitentwicklung
von p1 den Zustand |¢o) nicht erneut populiert, d.h. Tr [|¢0> (¢o| P! /31] = 0 fiir alle Zeiten ¢, gilt fiir
die Wahrscheinlichkeit das System zum Zeitpunkt ¢ im Ausgangszustand |¢o) zu finden:

I, = Tr [|90) (dol ' o] = Tr [po 2" pn] = A =)' Tr [ 55 (5.14)
Somit ist:
I, =1-y" mit y=pc (1 - Z Z Ix, sl polx’s ) ) =pck. (56.15)
s x,x’

Variation der Dekohdrenzrate Ein Walk mit inhomogenem Miinzwinkel unter Spin-Dekohdrenz
wird simuliert. Die Miinzwinkel seien wieder 89 = 3 7/4 fiir x << O und 89 = 7/4 fiir x > O mit b = 1.9,
01 —n/2. Nach jedem Schritt des Walks wird II; {iber die Spur Tr[po p;] berechnet. Das Ergebnis
ist in Abb. 5.5a dargestellt. An die numerisch berechneten Daten wird das Modell (5.15) nach der
Methode der kleinsten Quadrate angepasst. Fiir wenige Schritte + < 10 /+/pc stimmen Theorie und
Simulation gut iiberein, es zeigt sich in der logarithmischen Darstellung ein niherungsweise lineares
Verhalten. Im Falle groBer Schrittzahl bzw. starker Dekohirenz ist die getroffene Annahme, dass der
Randzustand durch den Bulk nicht mehr populiert wird nicht mehr gesichert. Ab ¢ ~ 10 / 4/pc nimmt
die Wahrscheinlichkeit nicht mehr exponentiell ab, tendiert aber weiterhin gegen Null. Der Dekohi-
renzprozess sorgt zu einem Anstieg der Aufenthaltswahrscheinlichkeit um den Ausgangszustand des
Walks (vgl. auch Abb. 3.1). Somit kann auch der Randzustand immer stédrker bevolkert werden.

Die Verlustrate y wird aus der Anpassung extrahiert und ist in Abb. 5.5b gegen die Dekohidrenzrate
pc aufgetragen. Der lineare Zusammenhang (5.15) bestitigt sich fiir kleine Dekohdrenzraten pc < 0.2.
Mit wachsendem pc weicht die Verlustrate jedoch stark vom linearen Verlauf ab.
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Abb. 5.5: (a) Zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeit II, den Randzustand zu bevolkern, fiir verschiede-
ne Dekohidrenzraten pc, inklusive exponentieller Anpassung. Die Anpassung wurde jeweils nur fiir
einen Teil der Daten bis zu einer Schrittzahl von ¢t = 10 /+/pc durchgefiihrt. (b) Die aus mehreren
Anpassungen extrahierte Verlustrate y in Abhéngigkeit der Dekohérenzrate pc.

Variation des Randzustands Durch Variation der Miinzwinkel im Bulk kann der Randzustand
und somit der Faktor x = (1 = s 2ux, x 1€X5 8| polx”, s>|2) in (5.15) verdndert werden. Ausgewihl-
te Miinzwinkel-Kombinationen sind in Abb. 5.6a dargestellt. Die topologischen Phasen der beiden
Bulks werden dabei konstant gehalten. Der Randzustand wird jeweils numerisch berechnet und die
Entwicklung von II; fiir eine feste Dekohdrenzrate von pc = 0.1 simuliert. Das Modell passt fiir kleine
Schrittzahlen wieder gut zu den Daten. Die resultierenden Dekohédrenzraten werden extrahiert und
sind in Abb. 5.6b gegen « aufgetragen. Hier bestdtigt sich der erwartete lineare Zusammenhang.

Zwei Randzustande Die Verlustrate y ist ein MaB fiir die Population des Randzustandes. Das Mo-
dell ist jedoch nur bedingt auf die gesamte Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Rand {ibertragbar. Die
Annahme, dass der nicht geschiitzte Anteil des Systems durch die ballistische Expansion verloren
geht, ist nur bei der Existenz eines einzelnen Randzustands gegeben. Die Existenz zweier Randzustédn-
de kann dazu fiihren, dass der ungeschiitzte Anteil zwischen den beiden Eigenzustinden hin und her
wechselt. Dieses Verhalten ist in Abb. 5.2 gut zu erkennen und fiihrt dazu, dass die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit am Rand weniger stark abnimmt als im Fall einzeln auftretender Randzustédnde.
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Abb. 5.6: (a) Miinzwinkel zur Erzeugung von Randzustinden mit variierendem «. Variationen von 6y unter
Konstanz von 6 fiihrten zu keiner merklichen Veridnderung von k. Erst die Inhomogenitit in 6;
bewirkt deutlich verschiedenen k. Es ist » = 1.9 und pc = 0.1. (b) Resultierenden Verlustraten,
berechnet iiber die Anpassung des Spin-Dekohédrenzmodells in Abhéngigkeit von «. Der Plot enthilt
Fehlerbalken.
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Abb. 5.7: (a) Besetzungswahrscheinlichkeit I, in Abhéngigkeit der Form der Phasengrenze bestimmt durch b
und Aé. (b) 1D-Split-Step-Walk mit 81 = 7/2 und 69 = « fiir x > 0, 6y = 0 fiir x < 0, b = 1.9. Der
rechte Bulk besitzt die Gruppengeschwindigkeit v(k) = 0, weswegen der Walk halbseitige lokalisiert
ist.

Variation der Phasengrenze Die Abhingigkeit der Verlustrate y von der Form der Phasengrenze
soll untersucht werden. Dazu wird wieder das Protokoll mit 6; = 7/2 und 69 = 7/2 + A@ fiir x > 0,
0y = m/2— A0 fiir x < 0 unter leichter Spin-Dekohédrenz (pc = 0.1) untersucht. Die Verlustraten y wer-
den tiber die Anpassung des Modells extrahiert und sind in Abb.5.7a in Abhingigkeit von b und Af
dargestellt. Die Wahl eines konstanten Miinzwinkels 6; stellt sicher, dass y nicht mit « variiert, nume-
risch errechnet sich « zu 0.25 fiir den gesamten angegebenen Bereich. Generell treten, verglichen mit
der linearen Skalierung von y mit pc, nur sehr kleine Veridnderung der Verlustrate auf. Die Anderung
belduft sich fiir den gesamten dargestellten Bereich auf maximal 4 %o. y nimmt mit wachsendem b
zu, ungeschiitzte Zustdnde konnen hier schneller den Bereich des Randzustandes verlassen, da dieser
schmaler ist (vgl. 5.2), und ist ab b 2 1.5 in Sittigung, ebenso wie die Randzustandsbreite. y zeigt
ein lokales Minimum um A# = 7/2 liegt. Dies ist jedoch wieder die triviale Walk-Konfiguration: Im
Bulk mit 6y = 7/2 + A6 = & ist die Gruppengeschwindigkeit v(k) = O fiir alle k, dies fiihrt somit zu
einer halbseitigen Lokalisierung des Walks um die Ausgangsposition (vgl. Abb. 5.7b), der Walk kann
den Randzustand stédrker besetzen.

5.4. Dekohdrenzfreie Zustande

Wie schon fiir die Definition der topologischen Invariante, sei ein neues Zeitfenster der Zeitentwick-
lung durch einen zeitverschobenen Walk-Operator W,, definiert. Der Miinzoperator C(6;) wird wieder
in zwei Drehungen aufgeteilt: 8; = 61 + (1 — ) 61 mit x4 € R, d.h.:

w w
Wh=... 8, C(69) 7 C(61) S, C(69) 87 C(61)
= S1C(02) 81 C (1~ p)61) C(u61) S, C02) 81 C (1~ p)61) C(ub1) ...  (5.16)
Wﬂ

Fiir 4 = 1/2 ergibt sich wieder der chiral symmetrische Walk-Operator W’ = Wy ,9. W,, beschreibt
analog zu W die Zeitentwicklung des 1D-Split-Step-Protokolls.

Fiir den schon untersuchten Walk mit 89 = 37/4 fiir x < 0, 89 = /4 fiir x > 0 und konstantem
61 = —n/2 werden die Eigenzustinde des Walk-Operators W_1/9 mit Energie 0 berechnet und im
Gitter prépariert. Die resultierende Zeitentwicklung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist in Abb. 5.8a
fiir maximale Spin-Dekohdrenz (pc = 1) dargestellt. Die Entwicklung des Randzustandes erfolgt
komplett dekohdrenzfrei. Dieses Phinomen kann auch fiir andere Miinzwinkel und unterschiedlichem
1 nachgewiesen werden.
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Abb. 5.8: (a) Zeitentwicklung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Randeigenzustinde des Walk-Operators
W_1 /2 des 1D-Split-Step-Protokolls unter maximaler Spin-Dekohdrenz (pc = 1). Die Miinzwinkel sind
0y = 3n/4 fir x < 0, 8y = /4 fiir x > 0 und 6; = —n/2 = konstant. In (b) ist der gleiche
Walk mit einer Spin-Dekohirenz von effektiv pc = 0.1 gezeigt. Der Dekohédrenzprozess wirkt hier als
effektive Messung nach jedem Miinz- bzw. Shift-Operator mit einer reduzierten Dekohdrenzrate von
pi = pc/4=0.025.

Der Grund fiir diese Entwicklung liegt in der Form der Randzustinde und der zeitlichen Diskreti-
sierung des Dekohdrenzmodells. Dieses wirkt in Form einer Messung zu diskreten Zeitpunkten. Durch
die geschickte Wahl des Walk-Operators eines Walks kénnen nun Eigenzustidnde in den dekohdrenz-
stabilen Zustinden des Systems erzeugt werden. Die stabilen Zustinde der Spin-Dekohirenz sind die
{Is)}, s € {1.1}. In der Tat faktorisieren die Randeigenzustinde von W_1 s fiir die oben angegebenen
Miinzparameter in einen Ortsanteil |£) und Spin |T), was numerisch {iberpriift wurde. Ihr Spin-Anteil
weist somit keine Kohdrenzen auf, weswegen die Zustidnde invariant unter Spin-Dekohidrenz sind. Die
Wahl des Zeitfensters, in dem der effektive Hamiltonian und der Walk-Operator definiert werden,
beeinflusst somit scheinbar die Stabilitit der Randzustdnde.

Dies erscheint jedoch nicht sinnvoll. Die Wahl des Zeitfensters ist lediglich ein mathematisches
Konstrukt und sollte beliebig sein. Dieses veridndert jedoch nach (3.11) die Zeitpunkte zu denen
Dekohédrenz simuliert wird und somit die Entwicklung unter Dekohdrenz. Das Problem ist also die
Annahme eines zeitlich diskreten Dekohdrenzmodells. Im Experiment ist Dekohdrenz vielmehr durch
eine kontinuierliche Dephasierung der Systemzustédnde und insbesondere der Spin-Zustdnde gegeben.

Um das Modell in gewissem MaBe zu korrigieren, ldsst sich der Dekohdrenzprozess auf mehrere
Zeitpunkte einer Walk-Periode aufteilen: Die Umgebung fithre nun in einer Walk-Periode der Entwick-
lung [7, 7 + T] anstatt einer, M effektive Messungen mit reduzierter Wahrscheinlichkeit p, = pp/M
durch. Die Zeitpunkte seien dabei gleichmiBig tiber die Zeitdauer 7 des Schritts verteilt.

So ergibt sich fiir die Einwirkung von Spin-Dekohdrenz nach jeder Miinz- und Shift-Operation im
1D-Split-Step-Protokoll (d.h. M = 4) die in Abb. 5.8b dargestellte Entwicklung. Der Walk-Operator
besitzt zwar weiterhin einen Randeigenzustand mit Spin T, jedoch ist dieser im Allgemeinen kein
Eigenzustand der einzelnen Miinz- und Shift-Operatoren. Der Spin dndert sich mit der Anwendung des
ersten Miinz-Operators und bildet somit im Idealfall einer nicht-trivialen Miinze (61 # r r mit r € Z)
Kohirenzen. Genau an diesem Punkt setzt nun die Dekohédrenz das erste Mal ein. Die Information
tiber die Kohdrenzen geht durch die effektive Van Neumann-Messung teilweise verloren, die gesamte
weitere Entwicklung wird gestdrt. Der Randzustand erfdhrt das erwartete diffusive Verhalten.
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Abb. 6.1: (a) Phasendiagramm des 2D-Standard-Protokolls. Der Walk realisiert fiir verschiedene Miinzwinkel
Bulks, denen jeweils eine Windungszahl ¢ = +1 zugeordnet werden kann (farbig getrennte Bereiche).
Zwischen verschiedenen Phasen schlieBt die Bandliicke bei Energie 0 und n (gestrichelt). Der im
Folgenden betrachtete Phaseniibergang ist eingezeichnet (violett). Der Stern symbolisiert die Existenz
geschiitzter Randzustdnde. (b) Realisierung rdumlich getrennter Phasen in Form einer ,Insel®.

6. Topologisch geschiitzte Zustande in 2D

6.1. Topologische Klassifizierung

Rudner-Windungszahl Zweidimensionale periodisch getriebene Systeme kénnen dhnlich zum 1D-
Split-Step-Protokoll durch eine Windungszahl charakterisiert werden. Im Vergleich zum eindimensio-
nalen System ist die Existenz einer Symmetrie jedoch nicht notwendig. Diese durch Rudner u.a. ge-
fundene Invariante [30] wurde erst kiirzlich durch Asbéth und Edge fiir das 2D-Quantenwalk-Protokoll
berechnet, wobei wieder die gesamte Zeitentwicklung des Walks analysiert wurde. Fiir die Herleitung
sei an dieser Stelle auf [31] verwiesen. Den verschiedenen Miinzwinkeln kann eine Windungszahl
¢ = +1 zugeordnet werden. Das resultierende Phasendiagramm ist in Abb. 6.1a dargestellt. Im Ener-
giespektrum des 2D-Standard-Protokolls schlieBt die Bandliicke immer gleichzeitig bei Energie 0 und
n. Die zugehorigen Randzusténde treten hier somit immer in Paaren auf.

6.2. Propagierende Randzustande

Die Translationsinvarianz des 2D-Standard-Protokolls sei durch Einfiihrung von Ridndern in y-Richtung
gebrochen. Es sei (61, 62) = (3n/4, n/4) fiir =10 < y < 10 und (61, 62) = (7/4, 3n/4) sonst, mit b = 1.9.
Die beiden rdumlich getrennten Bereiche realisieren somit zwei unterschiedliche topologische Pha-
sen mit Windungszahl -1 fiir [y| < 10 und +1 sonst, weswegen ungepaarte, geschiitzte Zustinde mit
Energie 0, + 7 erwartet werden. Der Quasiimpuls in x-Richtung k, ist weiterhin eine gute Quanten-
zahl, das Energiespektrum ldsst sich somit in dessen Abhédngigkeit darstellen, vgl. Abb. 6.2a. In der
Tat bilden sich neben zwei Energiebidndern Zusténde, die die Bandliicke bei 0 und 7 schlieBen. Auf
Grund der Translationsinvarianz in x-Richtung muss die Eigenenergie kontinuierlich in k, sein. Die
Randzustinde, die die Bandliicke schlieen kénnen somit durch keine kontinuierliche Transformation
des Energiespektrums in die Bulk-Energiebinder angehoben werden, ohne dass die Kontinuitét in k,
verletzt wird oder die Bandliicke schlieft. Sie sind somit geschiitzt [9]. Teilen die beiden Bulks die
selbe topologische Invariante, es sei (61, 82) = (37/4, n/4) fiir |y| < 10 und (61, 62) = (5n/4, —n/4)
sonst, ist die Existenz von Randzustdnden mit Energie 0, 7 nicht gesichert (vgl. Abb. 6.2b). Dadurch,
dass der Rand, anders als im eindimensionalen Fall, eine ausgedehnte Linie bildet, konnen sich die
Randzustinde am Rand ausbreiten. Die Ausbreitungsrichtung und -geschwindigkeit ist iiber die Di-
spersionsrelation vy(ky) = 0E/dk, am Rand gegeben. Die in Abb. 6.2a gezeigten Randzustinde
propagieren mit maximaler Geschwindigkeit |vy(ky)| = 1 Gitterplatz/Schritt.
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Abb. 6.2: Numerisch berechnete Energiespektren des 2D-Standard-Walks mit Phasengrenze in y-Richtung. In
(a) ist (01, 69) = (3n/4, n/4) fiir =10 < y < 10 und (64, 69) = (7/4, 37/4) sonst, mit b = 1.9. Hier
sind die beiden Bulks topologisch verschieden, es bilden sich Randzustidnde (rot, blau markiert), die
die Bandliicke bei Energie 0, 7 schlieBen. In (b) ist (61, 63) = (37/4, n/4) fir -10 < y < 10 und
(61, 02) = (brr/4, —m/4) sonst, mit b = 1.9. Hier sind die beiden Bulks topologisch gleich, topologisch
geschiitzte Randzustédnde treten nicht auf.

Um die Entwicklung dieser Zustinde im Experiment {iber eine grofe Schrittzahl beobachten zu
konnen, kann die Form der Grenze z.B. zu einem Kreis gedndert werden. Der Radius sei ryp = 10
Gitterplitze, die Miinzwinkel iiber (4.10) gegeben, der Ubergang der gleiche wie im Fall der gera-
den Grenze in y-Richtung. Die so entstehende ,Insel“ (vgl. Abb. 6.1b) weist bei geeigneter Wahl
der Miinzwinkel unidirektional propagierende Randzustinde am Rand auf [31]. Abb. 6.4a zeigt die
Walk-Entwicklung fiir eine Walker mit Anfangszustand |xo = 0, yo = 15, T). Der Walker ist am Rand
lokalisiert und propagiert entlang der Phasengrenze. Die Eigenzustinde des Walk-Operators mit Ener-
gie 0, 7 wurden numerisch berechnet und sind in Abb. 6.3 dargestellt. Wie erwartet, sind die um die
Phasengrenze herum lokalisiert.

Ausblick — Dekohédrenzeffekte in 2D Dekohidrenz macht sich wie erwartet durch den kontinuierli-
chen Verlust des Randzustandes bemerkbar (vgl. Abb. 6.4b). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung zeigt
jedoch ein deutlich stirkeres diffusives Verhalten, als im eindimensionalen Fall. Bereits nach wenigen
Schritten ist der Uberlapp des Walkzustandes mit den geschiitzten Eigenzustinden des Systems so
gering, dass sich die Bevolkerung der Phasengrenzen nicht mehr sichtbar vom Bulk unterscheidet.

Eine detaillierte Analyse der Dekohidrenzeffekte auf die topologisch geschiitzten Zustinde im zwei-
dimensionalen System insbesondere im Hinblick auf die experimentelle Realisierung ist Aufgabe zu-
kiinftiger Untersuchungen.

Wabhrschl. p

0.02\
0.01

20 =20

Abb. 6.3: Aufenthaltswahrscheinlichkeit der topologisch geschiitzten Eigenzustinde mit Energie 0, © des inho-
mogenen Systems mit kreisférmiger topologischer Phasengrenze.
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Abb. 6.4: Zeitentwicklung des 2D-Standard-Protokolls mit (61, 89) = (37/4, m/4) fiir y/x% + y2 < 10, (61, 62) =
(m/4, 3n/4) sonst, b = 1.9. Der Anfangszustand ist |xo = 0, yo = 15, T). Die Wahrscheinlichkeit ist
farbkodiert. Die Zuordnung den Daten angepasst und angegeben. (a) Walk-Entwicklung ohne Deko-
hirenz. Es zeigt sich ein im Uhrzeigersinn propagierender unidirektionaler Wahrscheinlichkeitsstrom
entlang der Phasengrenze. (b) Zeitentwicklung der gleichen Walk-Konfiguration unter starke Spin-
Dekohirenz mit pc = 0.2. Nach etwa 50 Schritten Entwicklung geht die Besetzung des Randzustands
verloren.
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7. Simulation

Die Simulation der Quantenwalks wurde in Mathematica [32] implementiert. Besonders im zweidi-
mensionalen Fall sind die zu berechnenden Systeme sehr groB, fiir ein n X n-Gitter ergibt sich die
GroBe der Dichtematrix und der Walk-Operatoren zu d X d mit d = 2n?. Deswegen wird verstirkt
das SparseArray-Konzept [33] fiir diinn besetzter Matrizen genutzt. Dennoch benétigt bspw. das
oben definierte Walk-Protokoll mit n = 41 wihrend der Laufzeit rund 2.6 bis 3 GB Speicher. Deutlich
groBere Systeme konnen im Moment somit nur schwierig bewiltigt werden, auch die Laufzeit stellt
eine starke Einschridnkung dar. Optimierungen im Speicherbedarf sind denkbar, jedoch existiert ein
»Irade-Off zwischen Speicherbedarf und Laufzeit. Fiir zukiinftige Analysen und Simulationen des
2D-Systems unter Dekohidrenz sollte die Software dafiir dementsprechend optimiert werden.

8. Zusammenfassung und Ausblick

Wie die Analyse zeigt, hat Dekohdrenz einen nicht zu vernachlidssigenden Effekt auf die Existenz und
Entwicklung topologisch geschiitzter Zustinde. Der Einfluss der Umgebung muss fiir die Erzeugung
und Untersuchung dieser Zustdnde bertiicksichtigt werden.

Im eindimensionalen Quantenwalk konnten Korrelationen zwischen den, durch den Experimenta-
tor einstellbaren Parametern — den Miinzwinkeln — und der Breite einzeln auftretender Randzustinde
gefunden werden. Um diese Zustinde vom restlichen System gut unterscheiden zu kénnen, gilt es diese
moglichst klein zu halten. Die Breite skaliert besonders stark mit der Ausdehnung des Miinzwinkel-
Ubergangs, geht aber fiir sehr steile Ubergénge in Sittigung. Dieser Bereich ist durch den dimensions-
losen Beugungsparameter b 2 1.5 beschrieben, der im 2D-Experiment einer numerischen Apertur von
NA 2 0.7 entspricht. Hier sollten fiir die mogliche Analyse eindimensionaler Phasengrenzen somit
gute Resultate erwartet werden kénnen. Im 1D-Experiment mit 5 ~ 0.3 muss die Abhédngigkeit von der
Wahl der Miinzwinkel stirker beachtet werden. Da jedoch nur ein kleiner Teil des Phasendiagramms
untersucht wurde, miissen zukiinftige Analysen zeigen, welche Phasen-Uberginge am geeignetsten
sind. Hohe Ausbreitungsgeschwindigkeiten in den Bulks fiihren zusétzlich schon nach wenigen Schrit-
ten zu einem guten Kontrast zwischen Randzustand und umliegender Walk-Entwicklung.

Die Population der Randzustinde erfiahrt im Fall reiner Spin-Dekohidrenz, welche den Einfluss der
Umgebung im Experiment dominiert, niherungsweise einen exponentiellen Abfall, dessen Stdrke
maBgeblich durch die Dekohédrenzrate bestimmt ist. Ausnahme bilden paarweise auftretende Randzu-
stinde. Hier ist der Abfall deutlich schwicher, da das System abwechselnd die beiden Randzustédnde
besetzen kann. Dieser Effekt kann ausgenutzt werden, um Randzustinde zu erzeugen, die in der
Walk-Entwicklung besonders stabil gegeniiber Dekohérenz sind. Eine Anpassung des hier aufgezeig-
ten Modells fiir raumliche Dekohérenz ist moglich, erwartet wird ein dhnliches Verhalten, wie im Fall
reiner Spin-Dekohirenz.

Die Grenzen der Giiltigkeit des verwendeten Dekohdrenzmodells konnten durch die Konstruktion
eines scheinbar dekohidrenzfreien Zeitfensters des 1D-Split-Step-Protokolls aufgezeigt werden. Weitere
Untersuchungen, insbesondere die Suche nach geeigneten Phaseniibergingen sollten diese Einschrédn-
kungen beachten. Eine einfache Korrektur des Modells wurde vorgestellt.

Die Analyse von Dekohdrenzeffekten in zweidimensionalen Systemen im Hinblick einer experimen-

tellen Realisierung bleibt eine Aufgabe zukiinftiger Untersuchungen. Die Grundlagen fiir die Analyse
wurde durch die Implementierung und Optimierung einer numerischen Simulation gelegt.
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A. Anhang

A.1. Herleitung — Quasienergie-Spektrum

Die Operatoren W(k), A(k) wirken nur in #spin und konnen somit als Superposition der Pauli-
Matrizen &-; geschrieben werden [10, S. 202]:

3
Ak) = Z h(k) 6, = h(k) - &, (A.1)
u=0
3 A~
W) = " wu(k) o = (k) - & + wo(K)ro, (A.2)
u=0

wobei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 7y = 0 angenommen werden kann, da der Energie-
Nullpunkt frei wéhlbar ist. Somit ist die Quasienergie auf das Intervall [-7, 7] beschrankt, wie spater
ersichtlich wird. Mit W = e 1# gilt

h(k)

W(k) = exp(-i h(k) - &) = cos |h(k)| 6 — i sin | (k)| & - ol
h

(A.3)

wobei eine Identitdt fiir das Matrixexponential der Pauli-Spin-Matrizen [10, S. 283] benutzt wurde.
Ein Koeffizientenvergleich mit (A.1) liefert unter Ausnutzung von sin(arccosu) = V1 — u?:

|h(k)| = arccos |wo(k)|, (A.4)
h(k) _ i)
A VI-wo®)?

Der Einheitsvektor 7i(k) ist auf Grund seiner Definition in (A.1) gerade der Vektor, welcher die Ei-
genzustinde des effektiven Hamiltonians fiir festes k auf der Blochkugel darstellt. Die dazugehorige
Quasienergie ist gegeben durch

ii(k) = (A.5)

E(k) = (k|H(K)[k) = + |i(k)| = + arccos |wo(k)| . (A.6)
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